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- 6. TEUBNER IN LEIPZIG. 


Ueber den Zusammenhang der ebenen Curven dritter Ordnung mit Kegelschnittschaaren. 


Von Dr. Th. Walter in Büdingen, 


Im 20. Band der Nouvelles Annales de Mathematiques pag. 56 wurden von Herrn Faure 
die folgenden beiden Sätze ausgesprochen: 

„La courbe du troisieme ordre qui passe par les six sommets d’un ee complet 
et par les pieds des hauteurs du triangle forme par ses diagonales passe par les points circu- 
laires & linfini. 

Cette courbe est le lieu des foyers des coniques inscrites dans le quadrilatere et 
rappelle le cercle dans la theorie des courbes du troisieme ordre.“ 

Dieselben wurden von Cremona in einem späteren Bande derselben Zeitschrift”) auf 
synthetischem Wege kurz bewiesen. Neuerdings haben Schröter**) und Durege***) die ebene 


- Curve dritter Ordnung, welche den Ort der Brennpunkte einer Kegelschnittschaar bildet, genauer 


betrachtet und insbesondere eine höchst einfache und bemerkenswerthe Construction sowol der 
Brennpunktseurve, als auch der allgemeinen Curve dritter Ordnung in der Ebene angegeben). 
Schröter hat bei dieser Gelegenheit zuerst auf einen fundamentalen Zusammenhang aufmerksam 
gemacht, der zwischen ebenen Curven dritter Ordnung und gewissen Kegelschnittschaaren 
stattfindet. 

Es wird meine Aufgabe sein, die von Schröter auf rein synthetischem Wege gefundenen 
Sätze in Kürze analytisch abzuleiten. 


Sal 


Erzeugung der ebenen Curve dritter Ordnung durch projective Strahleninvolutionen. 


Der Ort der Durchschnittspunkte entsprechender Uurven zweier projectiver Curvenbüschel 
m und n‘” Ordnung ist im Allgemeinen eine Curve von degOrdnung m -- n, die durch specielle 
Eigenschaften der Büschel in Curven niederer Ordnung zerfallen kann. Auf ee Fundamental- 
satz hat Chasles bekanntlich die Construction von Curven verschiedener Ordnung gegründet und 
eine Reihe wichtiger Sätze darüber aufgestellt). 


*) Deuxieme Serie 1864. t. III. p. 23. 
**) Math. Ann. Bd. V. p. 50; Bd. VI. p. 85. 
##*) Math. Ann. Bd. V. p. 83. 
+) Olebsch sagt von dieser Construction der ebenen Curve dritter Ordnung: Sie leistet an Einfachheit 
das Aeusserste; von drei Polenpaaren ausgehend, erhält man beliebig viele weitere Punkte der Curve, und zwar 
jeden als Kreuzungspunkt zweier Geraden, ohne weiterer Hülfslinien zu bedürfen. Math. Ann. Bd. V. p. 422. 


+r) Comptes rendus 1853 und 1857. 
1 
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So entsteht ein Kegelschnitt als Ort der Durchschnittspunkte entsprechender Strahlen 
zweier projecetiver Strahlbüschel, eine Curve dritter Ordmung als Schnitt eines Strahlbüschels mit 
einem dazu projectiven Kegelschnittbüschel, eine Curve vierter Ordnung als Schnitt projectiver 
Kegelschnittbüschel u. s. w. | 

Als ausgezeichnete Kegelschnittbüschel lassen sich insbesondere involutorische Strahl- 
büschel betrachten. Der Ort der Schnittpunkte entsprechender Strahlenpaare zweier involuto- 
rischer Strahlbüschel in projectiver Zuordnung ist danach eine Curve vierter Ordnung, welche 
die beiden Scheitel der Involutionen zu Doppelpunkten hat. Diese Curve vierter Ordnung zerfällt 
für den besonderen Fall, dass die Gerade, welche die Scheitel der Involutionen verbindet, in ent- 
sprechenden Strahlenpaaren der beiden Involutionen auftritt, in diese Gerade und eine Curve dritter 
Ordnung. Schröter nennt in diesem Falle die Strahleninvolutionen (Strahlsysteme) „halbperspectiw 
liegend“, Durege „perspectiv liegend“. 

Nach einem Satze von Sturm (Gergonne’s Annalen, t. 17. p. 180) entstehen projective 
Strahleninvolutionen, wenn aus zwei beliebigen Punkten der Ebene Tangentenpaare an alle Kegel- 
schnitte, die einem vollständigen Vierseit einbeschrieben sind, (Kegelschnittschaar) gezogen werden. 

Je zwei Paare von Tangenten, die denselben Kegelschnitt berühren, entsprechen einander; 
die gerade Verbindungslinie der gegebenen Punkte wird von einem Kegelschnitt der Schaar 
berührt, gehört also in zwei entsprechende Tangentenpaare. Die beiden Involutionen sind also 
auch (nach der Schröter’schen Bezeichnungsweise) in „halbperspectiver Lage“. 

Ich stelle die Gleichung des Orts der Durchschnittspunkte entsprechender Strahlen- 
paare auf. 


Gegeben sind zwei Punkte (ac) und (be) durch die Strahlbüschel 
| (2 +. = 0, 
In I 
und die Schaar von Kegelschnitten in Liniencoordinaten symbolisch dargestellt durch die Gleichung 
(2) Us + Au —=0. 
Von den beiden Punkten aus sollen Tangenten an die Kegelschnitte der Schaar gehen, wodurch 


zwei projective Involutionen erzeugt werden. 
Der Strahl mit den Coordinaten 


aTuG, tum, + ua, 

soll der Gleichung 
® Me tiu—=0 

genügen, ebenso der Strahl mit den Coordinaten 

atvb, a terb, tvb. 
Das giebt | 
(30) (u + na) + Ale + ua? — 0, 

(a + vb)’ + Ale + vb)’ —0. 
Ausserdem soll © den Schnittpunkt derselben beiden Strahlen bedeuten, so dass 


(3°) “TUR —0$, 
tt vb,—=0. 


Ba 
Eliminirt man aus diesen vier Gleichungen A, u, v ‚ so erhält man die Gleichung des ge- 
suchten Ortes. 
Zunächst setze ich die Werthe für u und v ein. Es ergiebt sich 
(Calz — AaCz)? + A (0302 — 9a) —=0, 
(Ca b; Fer Da Eh + A (ca b, er; D362)" ==, 
Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen noch A, so kommt 


[lea — Malz) (Cd — d5C3) — (Cab: — daCz) (E42 — Q5C2)] » [(C«lz — Aue) (Cabz — dac) + 


+ (Cabz — baCz) (6502 — Q5%.)] =0. (4) 
Dies ist die Gleichung der gesuchten Curve. Sie ist vierten Grades in x, stellt also eine Curve 
vierter Ordnung dar. Es ist nun sehr leicht, die beigemengte Gerade abzusondern, da der erste 
Factor gleich ist 


Cz [Cu (Qpbz — 5592) — C5(Aabz — duQz)] + Cr? (abe — dacz) = 


dis 213 Ca 
=%)G db | = % (abe) (aß) .*) (5) 
Gr Dal 


62 = 0 ist die Gleichung der Geraden, welche die Scheitel der beiden Strahlbüschel (ac) und 
(be) verbindet. Die Curve vierter Ordnung zerfällt also unter den gemachten Voraussetzungen 
in diese Gerade c, = (0 und in die Curve dritter Ordnung, deren Gleichung nach Weglassung 
des constanten Factors (abc), welcher nicht Null sein darf**), lautet 
(eBx) .(Co0z — QaCz) (Cadz — d5Cz) H (Cabz — baCz) (65 — aec)] = 0. (6) 
Dieser Gleichung wird durch die Öoordinaten der beiden Scheitel der Involutionen, resp. durch 
die Werthsysteme 
el ae 
bed, h—=OV 
genügt. Die Scheitel der beiden Strahlbüschel Fu. =0, & + vb,=0 sind somit 
Punkte der Ortscurve. Da sie gleichzeitig der Geraden c, = 0 angehören, so sind sie an der 
durch die Gleichung (4) dargestellten Curve vierter Ordnung als Doppelpunkte anzusehen. 


82. 
Identität der Curve (6) mit der Jacobi’schen Curve eines Kegelschnittnetzes und mit der 
Hermite’schen Curve eines Kegelschnittgewebes. 


In $ 1 haben wir als Ort der Durchschnittspunkte entsprechender Strahlenpaare in zwei 
projectiv zugeordneten Involutionen in halbperspectiver Lage eine allgemeine Curve dritter 
Ordnung gefunden, die durch die beiden Involutionsscheitel geht. 


”, Wo (abc), («aßx) die Determinanten dritten Grades 


RO DE Ode 
b, b, b; }) P 1 ß 2 Ps 
Cs Core BE 5 


bedeuten. 


**) Da sonst die Geraden ax, dx, Cx durch einen Punkt gehen würden, was ausgeschlossen ist. 
; 1* 
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Nun lässt sich jede Curve dritter Ordnung als Jacobvsche Curve eines Netzes von Kegel- 
schnitten betrachten, d.h. als der Ort aller Punktepaare, die aus je zwei in Bezug auf das ganze 
Netz einander zugeordneten Punkten bestehen, oder als der Ort der Doppelpunkte der zerfallenden 
Kegelschnitte, deren das’ Netz eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit enthält. 

Die Zuordnung der Punkte x,y eines solchen Punktepaares der ©, ist bekanntlich von 
der Art, dass die Polaren des einen Punktes & in Bezug auf drei Kegelschnitte des Netzes, die 
nicht einem und demselben Kegelschnittbüschel angehören, und folglich in Bezug auf alle Kegel- 
schnitte des Netzes durch den andern Punkt y gehen. Die Polaren des Punktes y in Bezug 
auf das Netz schneiden sich dann ihrerseits wieder in x. Solche Punkte heissen conjugürte, zu- 
geordnete Punkte oder harmonische Pole. 

Wählen wir irgend zwei Kegelschnitte aus dem Netze, so bestimmen diese ein Büschel 
von Kegelschnitten. Dasselbe enthält 3 Linienpaare (zerfallende Kegelschnitte), deren Doppel- 
punkte ein Tripel conjugirter Punkte bilden, die auf der Jacobi’schen Uurve des Netzes liegen. 
Die Jacobi’sche Curve ist daher auch der Ort aller Tripel der dem Netz angehörenden Büschel 
und heisst die Tripeleurve des Netzes. 

Zu jedem Kegelschnittnetz 


Ad + ub2 + vo?—=0 
lässt sich ein dualistisch entsprechendes Gebilde 
zu? + ou? + ou? = 0 
herstellen, das von Schröter ein Kegelschnittgewebe genannt worden ist (Math. Ann. Bd. V. p. 62). 
Das Kegelschnittgewebe hat Eigenschaften, die denen des Netzes polar gegenüber stehen. 


Insbesöndere besitzt es eine Jacobische Curve. Denn suchen wir zu einer Geraden u alle Pole 
in Bezug auf das Gewebe, so erhalten wir als Gleichung eines beliebigen Pols 


TUada + OUsie + 0u,v, =D. 


Die Pole bilden also im Allgemeinen eine zweifach unendliche Mannigfaltiskeit von Punkten, 
welche die Ebene bedecken. Sollen die Pole von « auf einer Geraden v liegen, so muss das 
System von Gleichungen 


Va da = 05 
UB Vs = 0, 


eine gemeinsame Lösung v haben. Die Bedingung dafür ist 


Wal? Uabts Als 0 u, | 
(1) usß, Uß, Wß  —Musu | Pr Pr P | = Ueupu,leßy) =. 
ar a cR6 | Va 


Diese Form ist die Functionaldeterminante der Grundformen u.?, u;?, u,” und dritten 
Grades in « (Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten $ 12, 1). Sie möge sym- 
bolisch mit u%4 bezeichnet werden. 

us ist eine simultane Covariante von Ua’, Us’, u,” und zugleich eine Combinante des 
Gewebes. Denn führen wir statt u.?, u;°, u,” die linearen Combinationen derselben 


en. 
re 
5 


ee 


OE: rn, 2 

% Ua” + %g Up" + RU,” , 

44 [AG 2 [20 

%ı Var . 432 Up — Hz Bi s 

4 Ua + #2 us? + %3 u,? | 
als Grundformen ein und bilden jetzt die Functionaldeterminante derselben, so erhalten wir das 
Produkt der beiden Determinanten 


| KUH Has Val Up WYı 
Ualg Upße UyYo 
Url; Upßs UyYs 
Die simultane Covariante «% hat sich mithin nur um einen Factor geändert, der gleich 

der Determinante der Coefficienten x ist (vergl. Gordan, Math. Ann. Bd. V. p. 115). | 

us = 0 heisst die Jacobische Curve des Gewebes. Sie ist dritter Classe. Die Gerade u 
ist eine Tangente dieser Curve, wenn ihre sämmtlichen Pole in Bezug auf das Gewebe auf einer 
Geraden v liegen. Dann liegen die Pole der Geraden v in Bezug auf das Gewebe auf u, und 
beide Geraden heissen conjugirt. . 

Die Jacobi’sche Curve des Gewebes ist also die Enveloppe aller Geradenpaare, die 
einander in Bezug auf das ganze Gewebe zugeordnet oder conjugirt sind. 

Das Gewebe enthält unendlich viele zerfallende Kegelschnitte (Punktepaare). Die Jacobr-- 
sche -Curve ist die Enveloppe der Geraden, die ein Punktepaar des Gewebes verbinden. Denn 
man hat für die zerfallenden Kegelschnitte des Gewebes die Gleichung 


lade + OUusv3 + Ou,V, = 0 
für jeden Werth von v,,v,,v,, wenn u die beiden Punkte verbindet, in welche ‚der Kegelschnitt 
zerfällt, d. h. 


[44 [24 [23 
a: 205 —= (KH #).us. 
rss [224 


mM 
“ A3 #3 


Mac; + ousß, + own =; 
lat; + 0usß, + 0% —0, (2) 
la; + Ousß; + OU, y =0. 

Eliminirt man x, o, 6, so kommt für « die Gleichung 


tue Up, Wr 
Ua Usß, Uyp | = Uetpu,(eßy)=ui—0, 
Utz Upßz Uyyz | 
also berühren diese Geraden die Jacobi’sche Curve. 

Wählen wir aus dem Gewebe irgend zwei Kegelschnitte heraus, so bestimmen diese 
eine Schaar von Kegelschnitten. Jede Schaar enthält drei Punktepaare, deren Verbindungs- 
geraden ein Tripel conjugirter Geraden bilden, die gleichzeitig Tangenten der Jacobr’schen Curve 
sind. Die Jacobi’sche Curve eines Kegelschnittgewebes ist danach auch die Enveloppe aller 
Tripel eonjugirter Geraden der dem Gewebe angehörigen Schaaren. Schröter nennt sie deshalb 
die Tripelstrahlencurve des Gewebes (Math. Ann. Bd. V. p. 72). 

Wir haben oben bemerkt, dass die Gerade, welche ein Punktepaar des Gewebes ver- 
bindet, Tangente der ‘Jacobi’schen Curve ist. Sei nun (#4) ein zerfallender Kegelschnitt des 
Gewebes*), u die verbindende Gerade desselben, so lässt sich der Satz aussprechen: _ 


*) D. h: ein Paar von Punkten mit den Coordinaten (x, , %,, &,) und (Yı, Ya, Y5). 


DER: =? 


„Wird ein Punkt x durch einen andern Punkt y zu einem reducibeln Kegelschnitt 
des Gewebes ergänzt, so gehen von « aus an die Jacobi'sche Curve, ausser der Verbindungs- 
linie « der beiden Punkte, noch zwei Tangenten, die einander conjugirt sind.“ 

Denn nehme ich eine Schaar aus dem Gewebe heraus und lege von x aus alle Tangenten 
an dieselbe, so bilden diese ein involutorisches Strahlbüschel (Satz von Sturm, vergl. pag. 2), 
dessen Doppelstrahlen v und v’ durch den Punkt x gehen. Die Geraden v und v’ sind aber nicht 
nur conjugirt in Bezug auf die Schaar, sondern auch in Bezug auf das ganze Gewebe. Denn . 
in diesem Falle hat man die Gleichungen 


Dada DD, 
1g 

URÜp Bo Ö p) 

Dr 


woraus für © das Verschwinden der Jacobi’schen Determinante folgt. Also sind v» und v auch 
Tangenten an die Jacobi’sche Curve, womit der Satz bewiesen ist. 

Bemerkenswerth ist die Umkehrung dieses Satzes: 

„Jeder Punkt x, von dem aus zwei conjugirte Tangenten an die Jacobi’sche Curve 
gehen, lässt sich zu einem zerfallenden Kegelschnitt des Gewebes ergänzen.“ 

Denn die Jacobi’sche Curve ist dritter Olasse. Also geht von & aus noch eine weitere 
Tangente vu an dieselbe, und diese Gerade ist zufolge der Definition der Jacobi'schen Curve die 
Verbindungslinie eines Punktepaars des Gewebes. Sei dasselbe (z’ y). Nun sind die beiden 
Tangenten v und v’ conjugirt in Bezug auf den zerfallenden Kegelschnitt (xy), mithin bilden 
die Punkte | 

wo), a), a, y 
ein System harmonischer Punkte, woraus unmittelbar hervorgeht, dass x und x” nicht ver- 
schieden sein können. 

Noch eine weitere Eigenschaft des Netzes lässt sich auf das Gewebe übertragen. Zieht 
man die Verbindungslinien der in Bezug auf das Netz conjugirten Punkte (deren Ort bekannt- 
lich die Jacobi’sche Curve des Netzes ist), so umhüllen diese Geraden eine Curve dritter Classe, 
deren Gleichung durch das Verschwinden der von Hermite aufgestellten simultanen Contravariante 
dritten Grades (der sogenannten .Hermite'schen Form) ausgedrückt wird*). Die Curve heisst 
deshalb die Hermite'sche Curve des Netzes. 

Man findet ihre Gleichung, wenn man eine ausgezeichnete Eigenschaft der Verbindungs- 
linien der in Bezug auf das Netz conjugirten Punkte analytisch ausdrückt. Diese Geraden 
schneiden nämlich die Kegelschnitte des Netzes in Punktepaaren einer Involution, die durch 
die beiden eonjugirten Punkte harmonisch getrennt werden, 

Die Hermite’sche Curve ist gleichzeitig die Enveloppe der Geraden, die sich zu redu- 
eibeln Kegelschnitten des Netzes ergänzen lassen oder die das Netz in Punktepaaren einer In- 
volution schneiden. 


Für das Netz 
lad + ub? vo? —=0 


*) Vergl. Hermite in Crelle’s J. Bd. 57. pag. 371, und ausserdem Gundelfinger in Borchardt's J. 
Bd. 80. pag. 73. 


ze. 


wird die Gleichung der Hermite’schen Curve symbolisch ausgedrückt durch das Produkt dreier 
Determinanten 
(abu) (acu) (beu) = 0, (3) 
WO ll , Up, ds die Coordinaten der die conjugirten Punkte verbindenden Geraden u sind). 
| Das Gewebe 
Ua + ou” + ou,’ = 0 
besitzt gleichfalls eine Hermite'sche Curve. Sie ist der Ort der Schnittpunkte von Strahlen, die 
in Bezug auf das Gewebe einander conjugirt, mithin Tangenten der Tripelstrahleneurve des 
Gewebes sind. Ihre Gleichung wird nach der folgenden Methode gefunden: 
Sei x der Schnittpunkt zweier in Bezug auf das Gewebe conjugirten Strahlen u und v. 
Dann lassen sich von x aus drei Tangentenpaare an die Kegelschnitte des Gewebes legen, die 
ein involutorisches Strahlbüschel bilden. Denn nach dem pas. 6 bewiesenen Satze lässt sich 
in diesem Falle x zu einem reducibeln Kegelschnitt des Gewebes ergänzen. Dann kann man 
aber das Gewebe unendlich oft aus diesem Punktepaar und einer Schaar, welche das Punktepaar 
nicht enthalten darf, zusammensetzen, so dass nach dem Sturm’schen Satze die Tangentenpaare 
aus x involutorisch sind. 
Nun sind die Coordinaten eines beliebigen Strahls, der durch den Punkt x oder (wo) 
hindurchgeht, 
“ut Av, Us Abs, Us + Av,. 
Soll diese Gerade u + Av die Kegelschnitte u.?, us?, u,”, die ein Gewebe constituiren, berühren, 
so muss man «+ Av an die Stelle von « in die Gleichungen 
Der elle u—(0, N, 
einsetzen. Dadurch entsteht folgendes System von Gleichungen 
(Ur + Ava)” = Ua” + 2 Uade + Ava —0, 
(Us + Av’ = u? + 2 + Av? —=0, (4) 
(u, + Av, = u? + 2iuv, + Mu’ —=0. 
Jede dieser drei in A quadratischen Gleichungen liefert zwei Werthe für 4 und folglich in 
u--Av ein Geradenpaar. Sollen diese Geradenpaare ein involutorisches Strahlbüschel bilden, 
so muss eine lineare Beziehung zwischen diesen Gleichungen stattfinden**). Es muss daher das 
folgende System von Gleichungen bestehen 


a Ur + au? FU? —=d; 
KUada + Kylsva + Azuyv, = 0, (5) 
nie a0? tar —=0. 


Damit die Grössen #,, %, %, diesem Systeme genügen, muss die Determinante der Üoeffieienten 


verschwinden; also 


U Un Ww 
2 2 2 
Dar ug" m 


| 1 


*) Vergl. hierüber den Aufsatz von ‚Rosanes, Math. Ann. Bd. VI. pag. 274. 
##) Vergl. hierüber Clebsch, Binäre Formen $$. 24 und 25; ferner Salmon, Kegelschnitte, übersetzt 


von Fiedler, Art. 336. 


Baer 


Diese Determinante zerfällt in das Product von drei Determinanten, nämlich 
Ur [2p% Ur [7 


Us v8 
U, %y 


=(. 


Führen wir nun &,, &, &, als Coordinaten des Punktes (uv) ein vermittelst der Relationen, 
%, — Ugdy — aa 
%, = Ust — Us, 
Ku TU BT Yaly), 

so geht der erste Factor über in die Determinante («ßx), der zweite in (@yx), der dritte in (By&). 


Die Bedingung für das Bestehen des Systems von Gleichungen (5) wird also aus- 
gedrückt durch die Gleichung 


(6) (eBa) (eye) (Bra) — 0. 
Dies ist die Gleichung der Hermite'schen Curve des Gewebes. Die linke Seite derselben stellt 
die Hermite’sche Form dar. Dieselbe soll symbolisch mit D,° bezeichnet werden. 

D,? enthält die contragredienten Variabeln von «u, ist also eine simultane Contravariante 
der Grundformen u.?, us”, u”. D.° ist gleichzeitig eine Oombinante des Gewebes (vergl. p. 5). 

Die Curve D,’=0 ist dritter Ordnung und wird durchlaufen von Punkten, die sich 
zu Punktepaaren des Gewebes ergänzen lassen, oder von denen aus conjugirte Tangenten an 
die Tripelstrahleneurve gehen. Die Tangentenpaare, die von einem ihrer Punkte an die Kegel- 
schnitte des Gewebes gehen, bilden ein involutorisches Strahlbüschel. Ihre Punkte sind ein- 
ander paarweise symmetrisch zugeordnet. — 

Jedem Kegelschnittnetz kann ein besonderes Kegelschnittgewebe in der Weise zugeordnet 
werden, dass die in Bezug auf das Netz conjugirten Punkte identisch sind mit den zerfallenden 
Kegelschnitten oder Punktepaaren des Gewebes. Dieses Gewebe heisst nach hosanes dem Netz 
conjugirt*). 

Alsdann finden zwischen den Jacobischen und Hermite'schen Curse der beiden Gebilde 
ausgezeichnete Beziehungen statt. 

Vor Allem leuchtet ein, dass die Jacobi’sche Curve eines Kegelschnittnetzes, als Ort 
der in Bezug auf das Netz an Punkte, identisch ist mit der Hermite’schen Curve des 
conjugirten Gewebes, als dem Ort der zerfallenden Kegelschnitte oder der Punktepaare desselben. 

Ferner ist die Hermite’sche Curve eines Netzes von Kegelschnitten als Enveloppe der 
Geraden, welche conjugirte Punkte der Tripeleurve verbinden, identisch mit der Jacobischen 
Curve des conjugirten Gewebes, als der Enveloppe der Geraden, welche die Punktepaare des 
Gewebes verbinden. (Vergl. Rosanes a. a. O. p. 274.) 

Die in $ 1 betrachtete Curve dritter Ordnung (C,) hatten wir daselbst definirt als den 
Ort der Durchschnittspunkte entsprechender Strahlenpaare zweier involutorischer Strahlbüschel 
in projectiver Zuordnung. Die Tangentenpaare aus zwei beliebigen Punkten der Ebene an die 
Kegelschnitte einer Schaar lieferten uns die Strahleninvolutionen, der Ort der Durchschnitts- 
punkte entsprechender Tangenten die verlangte Curve dritter Ordnung, nachdem eine im Orte 
auftretende Gerade abgesondert worden war. Die vorstehenden Betrachtungen führen uns jedoch 
mit Notwendigkeit zu einer andern Auffassung der O,. Legen wir nämlich statt einer Kegel- 


*) Vergl. Rosanes, Math. Ann. Bd. VI. pagg. 265 und 273. 


= 


schnittschaar und der beiden Involutionsscheitel (ac) und (be) zwei Kegelschnitte und ein Punkte- 
paar, das als ein Ort zweiter Classe auftritt, zu Grunde, d. h. führen wir die drei Formen in 
Liniencoordinaten 

Ua, Us, (acu) (beu) 


als Grundformen ein, so constituiren diese ein Gewebe von Kegelschnitten. Es sei nun ferner 
x, y das Paar der Durchschnittspunkte entsprechender Tangenten aus (ac) und (bc) an einen 
Kegelschnitt «.° der Schaar u. + Aus?= 0, so dass x und y nicht auf einer und derselben Tangente 
liegen. Dann stellen die Durchschnittspunkte x und y ein Punktepaar des Gewebes u.?, u,?, 
(acu) (beu) dar. Denn in das Gewebe gehört die Schaar 
Ua + Alacu) (beu)—=0, 
und diese Schaar enthält das Punktepaar x, y als einen zerfallenden Kegelschnitt. Die Ge- 
sammtheit der Punkte &, y erzeugt die O,. Also lässt sich jeder Punkt x der C, durch einen 
Punkt y derselben Curve zu einem zerfallenden Kegelschnitt des Gewebes ergänzen. Die (, ist 
also der Ort der zerfallenden Kegelschnitte oder Punktepaare des Gewebes u.’, us?, (acu) (beu), 
d. h. die Hermite'sche Curve desselben, und man sieht zugleich, wie die Punkte der C, sich paar- 
weise zu conjugirten Punkten im Sinne der Tripeleurve eines Netzes ordnen. Die C, tritt also 
gleichzeitig als Jacobi’sche Curve desjenigen Netzes auf, das dem Gewebe conjugirt ist. Schröter 
hat dieses hesultat auf synthetischem Wege gefunden.*) Auch analytisch lässt sich die Identität 
unserer ©, mit der Hermite’schen Curve des durch Schaar und Punktepaar gebildeten Gewebes 
leicht nachweisen. | 
Wir haben nämlich in $ 1 als Gleichung der CO, die folgende Gleichung gefunden 


(@B%) [(CaQz — QaCa) (C3d2 — d5C2) + (Cabz — dalz) (Cl — A) = 09. 
Um die eckige Klammer zu reduciren, wollen wir die Coordinaten der beiden Scheitel jener 
Involution einführen. 
Seien %,, %, Y, die Coordihaten des ersten Punktes (ac), 2,2, 2; die Coordinaten des 
zweiten Punktes (be), so ist für die Schnittpunkte y, 2 
N EN 
4, U 405015 
Ya Tage: 
ab — 5, 
= 6b, — bc, 
Ze u, Me: 
Substituiren wir diese Werthe in die eckige Klammer unserer OCurvengleichung, so lässt 
sich dieselbe in der Form von Determinanten schreiben. Es ergiebt sich nämlich 


Ya yllara.: al) Era. 
4% 5%: PR B|+|b Brei: | 709,105 (7°) 
a N 0 um %| | % % | 
oder symbolisch 
(yax) (zßx) + (yPr) (zum). (MD) 


*) Vergl. Math. Ann. a. a. O. pp. 72 und 73. 


NE 


Betrachten wir nun die Punkte y und z als einen Ort zweiter Classe, d. h. als einen 


zerfallenden Kegelschnitt (Punktepaar), so können wir setzen (acu)(beu) = u,u, = _ Ur 


Dann ist, wenn wir das Differential in Bezug auf die « bilden und die Differentiale 
durch v ersetzen (Polarenbildung) Ä 
Uydz + UV, = Uydy, 
und wir erhalten für 


(yaz) (2Bx) + (yßx) (ax) 


den Werth 
(8) (ara) (Bye). 

Die, Gleichung unserer Curve (©, hat also die Form 
(9) (aB«) (aya) (Bra) — 0, 


was mit der pag. 8 aufgestellten Gleichung der Hermite’schen Curve des Kegelschnittgewebes 


U + ou” + ou,” — 0 
übereinstimmt. 


| S 3. 
Die @%, als Hesse’sche Curve einer Curve dritter Ordnung und als Cayley’sche Curve einer 
Curve dritter Classe. | 


Wir können im Allgemeinen*) das Netz, dessen Jacobi’sche Curve die (, ist, als das 
Netz der eonischen Polaren einer Curve dritter Ordnung betrachten. Eine solche Curve dritter 
Ordnung kann folgendermassen angegeben werden. 
Es sei | 
() f—0 
die Gleichung der gesuchten Curve dritter Ordnung, deren Polarnetz zusammenfallen soll mit 
dem Netz | | 
Ad + ub2 + ve?’ =0; 
bezeichnen wir ferner die mit 3 dividirten partiellen Ableitungen von f mit f}, f., /,, So müssen 
die 3 Linien 
0, a0, 50 
Kegelschnitte des Netzes sein. Es muss also folgendes System von identischen Gleichungen bestehen: 
= ra: + Mb’ + ner” , 
(2) hr = m Ma? + ab" + 292°, 
= na. + Mb +9? . 


Da jede dieser Identitäten 6 Gleichungen liefert, so haben wir zur Bestimmung der 10 Üoeffi- 
cienten von f und der 9 Grössen %,, #%, %, deren Verhältnisse nur in Betracht kommen, 18 


*) Nämlich nach Gundelfinger, wenn eine gewisse von ihm mit s bezeichnete Combinante nicht ver- 
schwindet. Vergl. Borchardt’s Journ. Bd. 80. p. 78, und den Aufsatz von Rosanes, Math. Ann. Bd. VI. p. 279 ff., 
ferner Oremona, curve piane p. 278 der Uebersetzung. 


2 ee 


homogene lineare Gleichungen. Die Curve dritter Ordnung ist also im Allgemeinen eindeutig 
bestimmt. (Pasch, Vorlesung über Curven zweiter und dritter Ordnung.) 
Die Curve f=0, deren Polarnetz mit dem Netz Aa,? + ub,? + vc,? = 0 zusammen- 
fällt und die mit X, bezeichnet werden soll, besitzt, wie zuerst von Steiner bemerkt wurde, 
ausgezeichnete Polaren, nämlich solche, welehe Doppelpunkte haben. | 
Die Gleichung der Polaren für einen Punkt y der Ebene ist 


hyı tky% + hy = 0. (3) 


Soll diese Polare einen Doppelpunkt haben, so müssen die ersten Differentialquotienten der 
linken Seite der Gleichung gleichzeitig Null werden. Also 


Yflı T Yfa + Vf = 9; 


Yılzı + Yalga + Yalız = 0; (4) 
Yılzı + Yalze + Yalss = 0; 
1 of, 1 9f 
wo a 


Eliminiren wir &, so erhalten wir den Ort der Pole, eliminiren wir y, so ergiebt sich 
der Ort der zugehörigen Doppelpunkte. Da aber das System für x und y symmetrisch ist, so 
fallen die beiden Ortscurven, welche die Elimination liefert, zusammen. 

Die Resultante ist eine Determinante, und zwar eine Öovariante, welche die Hesse’sche 

Curve der K, heisst. Ihre Punkte entsprechen einander paarweise wegen der Symmetrie der 
Gleichungen für x und y, so dass jedem Punkt als Pol betrachtet ein anderer entspricht, welcher 
der Doppelpunkt seiner Polaren ist, und umgekehrt. Die Hesse’sche Curve der X, ist also der 
Ort der Doppelpunkte der zerfallenden Kegelschnitte des Polarnetzes und folglich identisch 
mit unserer (0, *). 
) Ferner besitzt die K, eine zugehörige Form (Contravariante), welche die Enveloppe der 
Tangenten in. den Doppelpunkten der Polaren darstellt. Sie heisst die Cayley’sche Curve der K,. 
(Vergl. Cayley, Philos. Transact. Bd. 147. p. 415.) Ihre Tangenten sind die Verbindungslinien 
conjugirter Punkte der Hesse’schen Curve, oder die Geraden, die sich zu conischen Polaren 
ergänzen lassen und die gleichzeitig das Netz der Polarkegelschnitte in einer Involution schneiden. 
Die Cayley’sche Curve ist dritter Classe und identisch mit der Hermite’schen Curve des Polar- 
netzes. Ihre Gleichung in symbolischer Form lautet 


(abu) (acu) (beu) =, (5) 


wo u , %;, %, die Coordinaten der Geraden « sind, welche die conjugirten Punkte verbinden. 
Aronhold bezeichnet die Cayley’sche Form mit $,, COlebsch und Gordan mit 2=w,. (Math. 
Ann. Bd. VI. pag. 443.) 


# 


*) Die Hesse’sche Curve einer Curve nter Ordnung entsteht in gleicher Weise durch Elimination der 
y und ist also der Ort der Doppelpunkte der Polaren vom Grade n — 1; sie ist vom Grade 3% — 6. Eliminirt 
man die x aus dem-Gleichungssystem, so erhalten wir im Allgemeinen eine Curve von höherer Ordnung, 
nämlich vom Grade 3(n — 2)?. Sie ist der Ort der Pole, deren Polaren einen Doppelpunkt besitzen. Ihre 
Eigenschaften sind von Steiner angegeben worden. (Vergl. Crelle’s Journal Bd. 47.) Sie heisst deshalb die 
Steiner’sche Curve der Curve nter Ordnung. Nur für die Curven dritter Ordnung fallen Hesse’sche und Steiner'sche 
Curve zusammen. (Vergl. Salmon, higher plane curves, Art. 70, und ausserdem Oremona, curve piane, No. 88, d.) 

2* 


Das Kegelschnittgewebe 
la + 0u5? + ou, = 0 


kann im Allgemeinen”) als das Gewebe der conischen Polaren einer Curve dritter Classe 
betrachtet werden. Eine solche Curve dritter ‚Classe kann nach einer Methode angegeben 
werden, die der obigen polar gegenüber steht. Ihre Gleichung sei 


(6) 9E ER 
und die Curve werde mit K, bezeichnet. | 
Unter den Polaren von = 0 sind solche, welche Doppeltangenten besitzen. Dieselben 
sind identisch mit den zerfallenden Kegelschnitten oder Punktepaaren des Polargewebes. ; 
Die Gleichung der Polaren für eine Gerade v der Ebene in Bezug auf die Curve dritter 
Classe = ist | 


(7) 9,0, 4 9% + 90, = 0, 
Ne: . iz.‘ 
N Le Brad 27 eu LE 3 


Soll die Polare in ein Punktepaar zerfallen, so muss folgendes System bestehen: 


v1 + %Ppa + %93 =0, 


(8) v9 FT %Pa I 95 0, 
© Pzı TYP + 9,955 —0;, 
1 09; 1 09, 
wo Pr — == = Pki- 


die Punktepaare des Polargewebes verbinden. Diese Curve dritter Classe ist die Hesse’sche 
Curve von g = 0**). | 
Wenn das Polargewebe 
| la + ou? + ou, = 0 
dem Polarnetz 
AQz + ub2? + vo —= 0 | 
conjugert ist, d. h. wenn die Punktepaare des Gewebes zusammenfallen mit den conjugirten 
Punkten der Hesse’schen Curve von f=(0, so ist die Hesse’sche Curve von 9 = 0 identisch 
mit der Cayley’schen Curve von f=0. 

Die Curve dritter Classe K; (9 = 0) besitzt ebenso wie K, (f= 0) eine zugehörige Form 
dritten Grades, welche den Ort der Berührungspunkte der Doppeltangenten der Polaren oder den 
Ort der Punktepaare des Polargewebes darstellt. Sie heisst die Cayley’sche Curve der K, und 
wird durchlaufen von den Punkten, die sich zu zerfallenden conischen Polaren ergänzen lassen, 
oder von denen aus Tangenten an die Kegelschnitte des Polargewebes gehen, welche ein in- 
volutorisches Strahlbüschel bilden. Sie ist identisch mit der Hermite’schen Curve des Polar- 
gewebes, also auch mit unserer (,. 


u 


*) Vergl. die Anmerkung auf Seite 10. 
**), Auch dieses System ist symmetrisch für % und v, so dass also in diesem Falle die Curven von 
Hesse und Steiner ebenfalls zusammenfallen. 


Ist das Polargewebe von K, dem Polarnetz von K, conjugirt, dann fällt die Cayley’sche 
Curve der K, zusammen mit der Hesse’schen Curve der K,. 
Wir können also folgende Sätze aussprechen: 

„Die Curve dritter Ordnung (,, deren Gleichung in $ 1 aufgestellt 
wurde, kann aufgefasst werden als die Hermite’sche Curve eines Kegel- 
schnittgewebes oder als die COayley’sche Öurve derjenigen Curve dritter 
Classe, deren Polarsystem dieses Gewebe ist.“ 

„Diesem Kegelschnittgewebe ist ein Netz von Kegelschnitten con- 
jugirt, als dessen Jacobi’sche Öurve die (, betrachtet werden kann.“ 

„Die Curve dritter Ordnung, deren Polarsystem dieses Kegelschnittnetz 
ist, hat die (, zur Hesse-Steiner’schen Ourve“*), 


Ss 4. 
Die (, als der Ort der Brennpunkte einer Kegelschnittschaar. 


Ich wende mich jetzt dazu den besonderen Fall zu betrachten, wo die Scheitel der 
Strahleninvolutionen zu den Kegelschnitten der Schaar eine ausgezeichnete Lage besitzen. 

Die Brennpunkte eines Kegelschnitts haben, wie Plücker, Crelle’s Journal Bd. 10. pag. 84 
zuerst nachwies””), die Eigenschaft, dass die Geraden, die von den beiden unendlich fernen imaginären 
Kreispunkten nach den Brennpunkten gezogen werden können, Tangenten des Kegelschnitts 
sind. Vermöge dieser Eigenschaft werden die Brennpunkte einer Schaar von Kegelschnitten ge- 
funden, indem man von den Kreispunkten im Unendlichen aus alle Tangenten an die Kegel- 
schnitte der Schaar legt und die Schnittpunkte entsprechender Tangentenpaare bestimmt. 

Wählt man demnach als Scheitel der projectiven Strahleninvolutionen, deren Schnitt- 
punkte die C, erzeugen, die beiden imaginären Kreispunkte in unendlicher Ferne 2 und ©, 
d. h. legen wir von den Kreispunkten aus alle Tangentenpaare an die einem vollständigen Vierseit 
eingeschriebenen Kegelschnitte, und bezeichnen wir wieder je zwei Paare von Tangenten, die 
denselben Kegelschnitt berühren, als entsprechende Tangenten, so sind die Durchschnittspunkte 
entsprechender Tangentenpaare identisch mit den Brennpunkten der Schaar; ihr Ort ist eine 
ausgezeichnete ebene Curve dritter Ordnung, welche die Brennpunktscurve einer Kegelschnitt- 
schaar heisst. 

Die Eigenschaften dieser Brennpunktscurve, die wir mit 5, bezeichnen wollen, fliessen 
unmittelbar aus den in $ 1 angegebenen Eigenschaften der O,, wenn wir statt der Involutions- 
scheitel (ac) und (bc) die imaginären Kreispunkte im Unendlichen substituiren. 


”) Vergl. Schröter, a. a. O. pag. 75 s. fin. 
*#) Aus dieser allgemeinen Definition: der Brennpunkte eines Kegelschnitts fliesst unmittelbar die Defi- 


nition „solcher Punkte, die bei Curven einer höheren Ordnung als der zweiten den Brennpunkten der Kegel- 
schnitte entsprechen.“ Die Plücker’sche Definition der Brennpunkte beliebiger algebraischer Curven lautet: 

„Derjenige Punkt in der Ebene irgend einer gegebenen algebraischen Curve, welcher die Eigenschaft 
hat, dass zwei durch denselben gehende Tangenten der Curve mit einer beliebigen geraden Linie Winkel bilden, 
deren beide trigonometrischen Tangenten + i sind, heisst ein Brennpunkt der Curve.“ | 

Von anderer Seite (Siebeck in Crelle’s Journal Bd. 64. p. 175) ist die Gleichung für die Brennpunkte 
einer Curve als monogene Function, d. h. als Function einer complexen veränderlichen Grösse 2= & + iy be- 
trachtet worden, sodass also die Theorie der Brennpunkte in das Gebiet der Functionen einer complexen Va- 
riabeln fällt. 


Knabe 


Vor Allem leuchtet ein, dass die B, durch die Involutionsscheitel, d. h. durch die Kreis- 
punkte 2 und 2” geht (vergl. $ 1, pag.3). Diese Eigenschaft giebt der Brennpunktscurve ihre 
ausgezeichnete Stellung unter den Curven dritter Ordnung. 

Bekanntlich gehen alle Kreise durch die beiden unendlich fernen imaginären Punkte 2 
und &’, und umgekehrt ist jeder Kegelschnitt, der durch & und 2’ geht, ein Kreis. 

| „Die Brennpünktscurve nimmt also unter den Curven dritter Ordnung eine analoge 

Stelle ein, wie der Kreis unter den Kegelschnitten.“ Salmon nennt sie aus diesem Grunde 
circular (cubique eirculaire nach Cremona) *). 

Es ist schon pag. 2 erwähnt worden, dass die gerade Verbindungslinie der beiden In- 
volutionsscheitel von einem und nur einem Kegelschnitt der Schaar berührt wird, so dass die 
Verbindungslinie zwei zusammenfallende Tangenten entsprechender Tangentenpaare repräsentirt. 
Die gerade Verbindungslinie der unendlich fernen imaginären Kreispunkte ist aber die unendlich 
ferne Gerade, der Kegelschnitt, der von ihr berührt wird, die einzige in der Schaar enthaltene 
Parabel. (Vergl. Schröter's Definition von halbperspectiver Lage.) 

Für diese Parabel sind &, &’ und der Berührungspunkt der unendlich fernen Geraden 
mit dem Kegelschnitt die drei Brennpunkte in unendlicher Ferne. Der vierte Brennpunkt der 
Parabel liegt im Endlichen und kann geometrisch mit Hülfe von Kreisen angegeben werden. 
(Vergl. hierüber Oremona, Nouv. Ann. 1864. pag. 23.) 

Auf diese Betrachtung gründet sich eine bemerkenswerthe Construction der Brennpunkts- 
curve, die von Herrn Küpper angegeben worden ist. Dieselbe findet sich in den Abhandlungen | 
von Schröter und Durege (Math. Ann. Bd. V) ausgeführt. 


85. 


Erzeugung der Brennpunktscurve mit Hülfe confocaler Kegelschnittschaaren. 


Man kann die beiden unendlich fernen imaginären Kreispunkte 2 und 2’ als einen in 
ein Punktepaar degenerirten Kegelschnitt, d.h. als einen Ort zweiter Classe ansehen. Betrachten 
wir nun dasjenige System von Kegelschnitten, das durch die gemeinsamen Tangenten des Paars 
der unendlich fernen imaginären Kreispunkte & und 2’ und eines zweiten beliebigen Kegel- 
schnitts u.” = 0 berührt wird. 

Die vier gemeinsamen Tangenten dieser Schaar von Kegelschnitten sind die vier von 
den beiden imaginären Kreispunkten im Unendlichen an u.” = 0 gezogenen Tangenten. Die 
sämmtlichen Kegelschnitte dieses ausgezeichneten Systems haben dieselben Brennpunkte, wie 
unmittelbar aus der Plücker’schen Definition derselben hervorgeht und bilden eine Schaar confo- 
caler Kegelschnitte, der die gemeinsamen Brennpunkte als Ort zweiter Classe ebenfalls angehören**). 


*) Vergl. Schröter a. a. OÖ. p. 50 und den Ausspruch von Faure (Nouv. Ann. t. XX. p. 56): „Cette 
courbe rappelle le cercle dans la theorie des courbes du troisiöme ordre.“ 


*#) Bezeichnet in der Gleichung 
u? + Auy? = 0 
%” = 0 die unendlich fernen imaginären Kreispunkte, und wird A so bestimmt, dass die Discriminante von 
- Ua? + Auy? = 0 5 
verschwindet, so stellt diese Gleichung ein Brennpunktspaar dar. (Vergl. Salmon-Fiedler’s Kegelschnitte, Art. 365.) 


N Fe 
‚Nehmen wir zu dieser besonderen Kegelschnittschaar, deren Gleichung ist 


U + Alacu) (beu) = 0 (1) 


einen beliebigen festen Kegelschnitt 


a) 


hinzu, so constituiren diese beiden Gebilde ein Gewebe von Kegelschnitten, als dessen Her- 
mite’sche Uurve die Brennpunktscurve aufgefasst werden kann. Die Punktepaare dieses Gewebes, 
die im Sinne der Jacobi’schen Curve eines Kegelschnittnetzes conjugirt sind, treten aber hier als 
die Durchschnittspunkte der gemeinschaftlichen Tangenten des festen Kegelschnitts u? = 0 mit 
der Schaar confocaler Kegelschnitte u.? + A(acu) (beu) = 0 auf, und der Ort derselben — die 
Brennpunktseurve B, — hat die beiden imaginären Kreispunkte im Unendlichen zu conjugirten 
Punkten. 

Alle zu dem gegebenen festen Kegelschnitt us” = 0 confocalen Kegelschnitte erzeugen 
durch die Schnittpunkte ihrer mit der confocalen Schaar u.” + Alacu) (beu) = 0 gemeinschaft- 
lichen Tangenten offenbar nur weitere Punkte derselben Uurve dritter Ordnung; denn die beiden 
confocalen Systeme 


Ua + Alacu) (beu) = 0, 


i (2) 
us” + ulacu) (beu) =, 


lassen sich zu einem Gewebe combiniren, das von dem oben betrachteten nicht verschieden ist, 
sagen also nichts Neues aus. (Vergl. Schröter a. a. O. pag. 61.) 


&6. 
Ueber das Netz, dessen Jacobi’sche Curve die 5b, ist. 


Noch eine kurze Bemerkung möge hier Platz finden, welche das Netz von Kegelschnitten 
betrifft, als dessen Jacobi’sche Curve die Brennpunktscurve angesehen werden kann. 

Die specielle Beschaffenheit dieses Netzes ergiebt sich leicht aus den beiden Donner 
der Jacobi’schen Curve eines Kegelschnittnetzes, die wir oben pag. 4 ausgesprochen haben. 

Die Jacobi’sche Curve eines Netzes ist der Ort der Punktepaare, die in Bezug auf das 
oanze Netz einander zugeordnet sind. Das Zuordnungsprincip ist bei der Brennpunktscurve durch 
die Beziehung gegeben, in der die unendlich fernen imaginären Kreispunkte, die ein Paar con- 
jugirter Punkte der Curve reprüsentiren, zu einander stehen. Nun sind aber die unendlich fernen 
imaginären Kreispunkte harmonische Pole in Bezug auf alle gleichseitigen Hyperbeln, denn sie 
bilden mit den unendlich fernen Punkten jeder gleichseitigen Hyperbel ein harmonisches System *). 
Also besteht das Netz, dessen Jacobi’sche Curve die B, ist, aus gleichseitigen Hyperbeln. 


*) Vergl. Salmon-Fiedler’s Keg a, Art. 363. 
Schröter a. a. OÖ. pag. 80. 
Stiebeck in Crelle’s Journal Bd. 64. pag. 178. 


Auch die zerfallenden 'Kegelschnitte dieses Hyperbelnetzes sind von. \ beson f 
Denn die Jacobi’sche Curve geht durch die Doppelpunkte der zerfallenden Kegels 
Netzes. Also sind die en ‘welche als PS era Punkte au der, 


nären Kreispunkte. 
Das System der zerfallenden Kegelschnitte des EEE : dessen Jacobilsche e Curve 7 
ist, besteht demnach aus normalen Geraden. | Bi 


Büdingen (Hessen), im März 1878. 


